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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №1 
 
Контрольная работа №1 содержит 8 заданий. 
Для выполнения контрольной работы необходимо выбрать 

свой вариант, пользуясь общим правилом вычисления его номе-
ра N (N= K div100, где  K – число, образованное последними 
двумя цифрами пароля студента). 

 
Задание 1. 
Для графа G=(X,U) ( рисунок 1) выполнить следующее: 
1.1.  Построить: 
- матрицу смежности; 
- матрицу инциденций. 
1.2. Определить степени S(xi) для всех вершин {xi} данного графа. 
(Указать каким способом вычисляли S(xi)). 
1.3. а). Подсчитать количество маршрутов ji,μ  длиной 3=l  в 

графе  G=(X,U) для каждой пары вершин. 
б). Построить все  ji,μ  длиной 3=l , связывающие  вершины  хi 

и хk  ( помечены  * ).' 

Маршруты записать в форме: )( p
ijμ =( хi ,… хt ,…, хk), где p − 

номер маршрута. Указать ребра, через которые проходят маршруты. 
Примечание. Для выполнения п.1.3а) составить программу 

на алгоритмическом языке Паскаль (к отчёту приложить исход-
ный код программы и exe-file). 

 
Задание 2. 
По матрицам А (рисунок 2) и С (рисунок 3) построить гра-

фы G1 и G2. 
 
Задание 3. 
Для графа G=(X,U) ( рисунок 1) построить минимальные 

маршруты, связывающие вершину, помеченную * (любую из 
двух),  с остальными вершинами, указать их длину. Описать способ 
решения данной задачи.   
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Задание 4. 
Для графа, представленного на рисунке  1 выполнить сле-

дующее: 
4.1. Привести примеры подграфов 3-х вершинных, 4-х вершин-

ных, 1-вершинных. 
4.2. Привести пример суграфа данного графа. 
4.3. Выполнить унарные  операции для вершин, помеченных *. 
 
Задание 5. 
Для графа G=(X,U) ( рисунок 1) выполнить следующее: 
5.1. Построить матрицу метрики (отклонений). 
5.2. Вычислить радиус и диаметр. 
5.3. Определить периферийные точки. 
 
Задание 6. 
Произвести произвольно ориентацию рёбер графа G=(X,U) 

(рисунок 1) и для  нового графа NG  выполнить задания 1.1, 1.3, 5. 
 
Задание 7. 
Построить скелет графа NG . 
 
Задание 8. 
В графе G=(X,U) ( рисунок 1) найти все максимальные пол-

ные и максимальные пустые подграфы с помощью алгоритма 
Магу-Уэйсмана. 

 
ВНИМАНИЕ ! Отчёт по контрольной работе №1 выполнять в 

текстовом редакторе WORD.     
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Вариант 1 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

Рисунок 1 
 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 0 0 0 0 0 3 0 
2 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 0 0 1 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
            Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
            Рисунок  3 

* 

* 
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Вариант 2 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

Рисунок 1 
           

 1 2 3 4 5 6 7 
1 0 0 0 0 0 3 2 
2 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 0 0 1 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 2 0 0 0 0 1 0 

 
             Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 
2 1 1 0 1 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
              Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 3 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 Рисунок 1 
 

 
 1 2 3 4 5 6 7 

1 0 0 0 0 0 4 0 
2 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 0 0 1 0 0 0 
6 4 0 0 1 0 0 2 
7 0 0 0 0 0 2 0 

 
              Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 0 0 1 1 0 0 0 1 
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
              Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 4 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 Рисунок 1 
 
 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 0 0 0 0 3 0 0 
2 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 3 1 0 
5 3 0 0 3 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
             Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
            Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 5 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 Рисунок 1 
 
 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 0 0 0 0 0 3 0 
2 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 2 1 0 
5 0 0 0 2 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
              Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 1 1 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 0 1 0 

 
                     Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 6. 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 Рисунок 1 
 
 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 0 0 0 0 0 3 0 
2 0 0 0 0 1 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 1 0 1 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
              Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 1 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 0 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
             Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 7 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 Рисунок 1 
 
 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 0 2 0 0 0 3 0 
2 2 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 0 0 1 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
              Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 
2 1 1 0 0 0 1 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
               Рисунок 3 

* 

* 



 13

Вариант 8 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 Рисунок 1 
 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 2 0 0 0 0 3 0 
2 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 0 0 1 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
              Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 
2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
              Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 9 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

Рисунок 1 
 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 0 0 0 0 0 3 0 
2 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 1 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 0 0 1 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
           Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 
2 1 1 0 0 1 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
            Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 10 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

Рисунок 1 
 
 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 0 0 0 0 0 1 0 
2 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 0 0 1 0 0 0 
6 1 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
            Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
             Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 11 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 Рисунок 1 
 
 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 0 0 0 0 0 3 0 
2 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 0 0 1 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
              Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
                     Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 12 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 Рисунок 1 
 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 0 0 0 0 0 3 0 
2 0 0 2 0 0 0 0 
3 0 2 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 0 0 1 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
             Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 
 
                     Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 13 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 Рисунок 1 
 

 
 1 2 3 4 5 6 7 

1 0 0 0 0 0 3 0 
2 0 0 0 0 3 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 3 0 1 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
               Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 1 1 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
              Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 14 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 
 

Рисунок 1 
 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 0 0 0 0 0 3 0 
2 0 0 0 0 0 3 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 0 0 1 0 0 0 
6 3 3 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
              Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 
2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
5 0 1 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
               Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 15 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 
 

Рисунок 1 
 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 0 2 0 0 0 3 0 
2 2 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 0 0 1 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 4 
7 0 0 0 0 0 4 0 

 
               Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 1 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
               Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 16 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 
 

Рисунок 1 
 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 0 0 0 0 0 1 0 
2 0 0 2 0 0 0 0 
3 0 2 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 0 0 1 0 0 0 
6 1 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
                Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 1 

 
                Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 17 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 
Рисунок 1 

 
 1 2 3 4 5 6 7 

1 0 0 0 0 0 3 0 
2 0 0 0 3 0 0 0 
3 0 0 0 0 0 0 0 
4 0 3 0 0 1 1 0 
5 0 0 0 1 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
              Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 0 0 0 0 0 0 
4 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
              Рисунок 3 
 

* 

* 
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Вариант 18 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 
Рисунок 1 

 
 

 1 2 3 4 5 6 7 
1 0 0 0 0 0 3 0 
2 0 0 0 0 4 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 1 0 
5 0 4 0 1 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
               Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 
2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 1 1 0 

 
               Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 19 
 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 
Рисунок 1 

 
 1 2 3 4 5 6 7 

1 0 0 0 0 0 3 0 
2 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 0 1 0 
5 0 0 0 0 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 1 0 

 
              Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 1 0 0 0 1 
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 1 0 0 0 1 1 
4 1 0 0 0 1 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 1 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
 
                       Рисунок 3 

* 

* 
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Вариант 20 

Сделайте разметку 
вершин и ребер графа в 
произвольном порядке 

 
Рисунок 1 

 
 1 2 3 4 5 6 7 

1 0 0 0 0 0 3 0 
2 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 0 2 0 0 0 
4 0 0 2 0 1 0 0 
5 0 0 0 1 0 0 0 
6 3 0 0 1 0 0 1 
7 0 0 0 0 0 0 0 

 
               Рисунок 2 
   

 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
1 0 1 0 1 1 0 0 0 0 
2 1 1 0 0 0 0 0 0 0 
3 0 0 1 0 0 0 0 1 0 
4 1 0 0 0 0 1 0 0 0 
5 0 0 1 0 0 0 1 0 0 
6 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

 
                Рисунок 3 
 
 

* 
* 
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Тема 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ                      
ТЕОРИИ ГРАФОВ 

 
1.1 Определение графа 
 
Теория графов оперирует формальными моделями объек-

тов, имеет дело со свойствами самих графов независимо от того, 
какова природа объектов, описываемых графами. Использова-
ние аппарата теории графов для разработки алгоритмов конст-
рукторского и технологического проектирования схем ЭВА 
приводит к повышению эффективности и качества создаваемых 
объектов. 

 
Понятие графа опирается на понятие множества. Графом 

можно назвать объект, состоящий из двух множеств: множества 
точек и множества линий. Множество точек графа обозначается 
X={x1,x2,…,xn} и называется множеством вершин. Суммарное 
число n всех вершин графа называется мощностью множества  
X  графа и обозначается |X|=n. 

Множество линий, соединяющих любые пары вершин           
(xi,  xj), принадлежащих  множеству X,  называется множеством 
ребер или дуг и обозначается: 

U={u1, u2,…,um},  где ui  – ребро графа. 
 
Суммарное число m всех рёбер графа называется мощно-

стью множества  рёбер графа и обозначается   |U|=m.   
 
Таким образом, графом можно считать математический 

объект, который обозначается G=(X,U) и состоит из множества 
вершин Х и множества ребер U, находящихся между собой в 
некотором отношении. 

В общем случае множество U можно представить в виде 

∪∪
→−

= UUUU
o

. 

 U – подмножество неориентированных линий, для которых 

не существенен порядок соединения вершин.  Подмножество U  
называется подмножеством ребер. Причем каждое ребро                 
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ui∈U определяется неупорядоченной парой вершин x, y, кото-
рые оно соединяет, и  записывается:    ui=(x,  y)   или  ui=(y,  x). 

→
U  – подмножество ориентированных линий, для которых 

существенен порядок соединения вершин. Подмножество 
→
U  

называется подмножеством дуг. Причем каждая дуга ui ∈ 
→
U   

определяется упорядоченной парой (кортежем длины два) вер-
шин xk, yl, которые ui соединяет, и  записывается:  ui=(xk,yl ). 

Заметим, что ui=(xk,yl) и uj=(ul,xk) – это различные дуги в 
графе G; 

o

U  – подмножество линий, каждая из которых выходит и 
входит в одну и ту же соответствующую этой линии вершину. 

Называется 
o

U  подмножеством петель. 

Каждая петля ui принадлежит множеству 
o

U  и может опре-
деляться упорядоченной парой, например вида ui=(xk,xk). 

 
Граф состоит из вершин, которые на плоскости  изобража-

ются нумерованными кружками или точками, и рёбер, изобра-
жаемых линиями (со стрелками или без стрелок), которые со-
единяют некоторые из этих вершин. Однонаправленное соеди-
нение ребром двух вершин называется дугой. Двунаправленные 
или ненаправленные  рёбра называются звеньями. Рёбра, соеди-
няющие вершину саму с собой, называются петлями. 

 Рёбра, подходящие к  вершине х, называются инцидент-
ными данной вершине. Соответственно говорят, что  вершина х 
инцидентна рёбрам, подходящим к ней. 

Количество  рёбер, инцидентных вершине х, называется 
степенью вершины s(x).  

Вершина х  называется изолированной, если её степень 
s(x) равна нулю.  

Граф является конечным, если он имеет конечное число 
вершин и рёбер. 

Бесконечные графы обладают следующими характеристи-
ками: 
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1. Вершинами графа служат натуральные числа, причём 
вершины p и q соединены звеном в том и только том случае, 
если оба числа p и q простые и | p–q | ≤ 2. Множество вершин 
этого графа счётно, а является ли множество рёбер счётным или 
только конечным – неизвестно до сих пор (проблема близнецов 
в теории чисел).  

2. Вершинами являются числа 1,2,...,n, а каждое действи-
тельное число x, удовлетворяющее условию i < x < i+1, служит 
дугой из вершины i в вершину i+1. Граф содержит конечное 
множество вершин и континуум рёбер (дуг). 

3. Вершинами служат все действительные числа, и при 
фиксифованном δ > 0 вершины x и y соединены ребром (звеном 
или петлёй) тогда и только тогда, когда | x–y | < δ. Каждому зна-
чению δ отвечает свой граф, у которого множества вершин и 
рёбер оба континуальны.  

 
1.2 Классы графов 
 
Класс орграфов (ориентированных графов). Это граф 

G=(X,U), у  которого U =∅. 
Класс неорграфов (неориентированных графов). Это граф 

G=(X,U), у  которого 
→
U =∅. 

Класс смешанных графов. Это граф G=(X,U), у которого  

U  ⊂ U, 
→
U ⊂ U  и  U ∪ 

→
U  ⊆  U. 

Класс мультиграфов. Мультиграф – это граф G=(X,U), у ко-
торого имеются параллельные (кратные) рёбра, т.е.  

∃ x,y∈Χ⏐x uk y , x um y,…, x up y, uk ,um,…, up  ∈ U.      
Для некоторых классов графов естественно определяется 

понятие полного графа, как такого, который содержит все рёбра, 
возможные при принадлежности графа данному классу и при 
неизменном множестве вершин. Например, в случае p-графа 
полнота означает, что при каждой вершине имеется ровно р 
петель, а каждая пара различных вершин связана ровно р рёбра-
ми (среди них могут быть как звенья, так и дуги). 
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Граф общего вида, в котором две различные вершины все-
гда смежны, называется  плотным.  

Особо важную роль играют так называемые обыкновенные 
графы. Граф этого класса  характеризуется следующими че-
тырьмя свойствами: 

1) он конечен; 
2) он является неориентированным, т.е. не содержит дуг; 
3) он не содержит петель; 
4) он не содержит «параллельных» («кратных») рёбер; ина-

че говоря, никакие две его вершины не могут соединяться более 
чем одним ребром (звеном). 

Определение: 
Обыкновенный граф – это неориентированный униграф без 

петель. Униграф – это граф, в котором смежные вершины связа-
ны только одним неориентированным ребром. 

Дополнительный граф. Дополнительным графом для обык-
новенного графа ),( UXL =  называется обыкновенный граф 

),( ** UXL =  с тем же множеством вершин X  и с множеством 

UyxXyxyxU \}&,/~{* ≠∈=  рёбер. Иначе говоря, это такой 
граф, в котором две различные вершины смежны тогда и только 
тогда, когда они не смежны в исходном графе L.  

Рассмотрим ещё одно важное в теории графов понятие– 
скелет графа.  

Скелет графа общего вида. В случае, когда при исследова-
нии графа L=(X.U;P) общего вида требуется не полная инфор-
мация о нём, а лишь знание того, какие пары его различных 
вершин смежны и какие нет, прибегают к носителю такой ин-
формации –  скелету графа L, который обозначим как 

),( UXL = . Граф L  относится к классу обыкновенных графов с 
множеством вершин тем же, что и в графе L, и новым множест-
вом рёбер U , определённым следующим образом:  

1) если в графе L есть петли, то они удаляются; 
2) если в графе L есть дуги, то производится дезориентация 

дуг; 
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3) если в графе L есть кратные рёбра, то они заменяются 
одним эквивалентным ребром-звеном; 

4) оставшиеся рёбра образуют множество рёбер U . 

Таким образом, множество рёбер U  состоит из рёбер, по-
лученных из множества U после выполнения описанных выше 
процедур 1, 2, 3.  

 
1.3 Способы задания графов  
 
1.3.1 Геометрический 
 
Основой геометрического способа задания графа является 

рисунок,  дающий визуальное изображение графа. Изображение 
графа в виде рисунка наглядно раскрывает содержательный 
смысл представляемого объекта. В этом способе вершины графа 
изображаются точками (кружками), а рёбра – линиями (со 
стрелками или без стрелок), концы которых подходят  к верши-
нам графа. 

 
1.3.2 Описание графа через предикат (инцидентор) P 
                                                                                                                         
Говорят, что задан граф G=(X,U,P), если дано множество 

вершин Х, множество ребер U и трёхместный предикат (инци-
дентор) P, определяющий, какую пару вершин xi, xj, принадле-
жащих множеству вершин  Х, соединяет ребро uk=(xi,xj).  Инци-
дентор P удовлетворяет двум условиям:   

А.  Инцидентор P определён на всех таких упорядоченных 
тройках элементов  x, u, y, для которых x, y ∈ X и u ∈ U. 

Б.  ∀ u ∃ x, y {P(x, u, y) & ∀ x′, y′[P(x′, u, y′) ⇒ (x = x′ & y = 
y′) ∨  (x = y′ & y = x′)]}.  

    
1.3.3 Матричный 
 
1.3.3.1 Большинство задач автоматизации конструирования 

схем удобно решать при использовании матричного способа 
представления графов. Квадратная таблица R=//ri,j//n*n  называет-
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ся матрицей смежности, если её строки и столбцы соответст-
вуют вершинам графа, а  элементы ri,j образуются по правилу:  

- ri,j = 1, если вершина xi соединена с вершиной  xj  ребром, 
т.е.  xi смежна xj; 

- ri,j = 0 в противном случае. 
 
Заметим, что для мультиграфа и смешанного графа задают: 
- ri,j  = p, если вершина xi соединена с вершиной xj  p – чис-

лом рёбер; 
- ri,j = 0 в противном случае. 
 

 
Рисунок 1 

 
Очевидно, что для неорграфов ri,j = rj,i и для их задания  

можно использовать треугольную матрицу R. Так, для графа на 
рисунке 1 матрица смежности R имеет вид: 

 
         R = 

 X1 X2 X3 X4 X5 
X1 0 1 0 0 1 
X2 1 0 1 1 0 
X3 0 1 0 1 0 
X4 0 1 1 0 1 
X5 1 0 0 1 0 

 
 
 Треугольная матрица R’  для этого же графа запишется 
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R’ =              
 X1 X2 X3 X4 X5 
X1 0 1 0 0 1 
X2  0 1 1 0 
X3   0 1 0 
X4    0 1 
X5     0 

             
Строки и столбцы матрицы R cоответствуют вершинам 

графа. На пересечении i-й строки и j-го столбца ставится эле-
мент ri,j, соответствующий числу рёбер, соединяющих вершины 
xi и xj. Строки и столбцы матрицы R  можно нумеровать числа-
ми натурального ряда, соответствующими индексам помечен-
ных вершин. Петлям в графе соответствуют элементы ri,i глав-
ной диагонали матрицы R. Преимущесво использования матриц 
смежности – это простота выполнения преобразований и опера-
ций над графами как для конструктора, так и для ЭВМ. 

 
1.3.3.2 Граф можно задавать также матрицей инциденций B, 

строки которой соответствуют вершинам графа, столбцы – реб-
рам. Элементы  bi,j матрицы B для неорграфа могут принимать 
значения ( 0 или 1 ): 

bi,j = 1, если ребро uk инцидентно вершине xi; 
bi,j = 0, если ребро uk  неинцидентно  вершине xi. 
 

 
Рисунок 2 

 
Для графа, представленного на рисунке 2, матрица инци-

денций  B имеет вид: 
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 U1 U2 U3 U4 U5 U6 
X1 1 1 0 0 0 0 
X2 1 0 1 1 0 0 
X3 0 0 0 1 1 0 
X4 0 0 1 0 1 1 
X5 0 1 0 0 0 1 

 
1.4 Числовые характеристики вершин графа 
 
Каждая вершина графа имеет числовую характеристику 

s(x), которая называется степенью, или валентностью, вершины. 
Степень вершины S(xi) это целое положительное число, равное 
количеству ребер, инцидентных вершине хi. 

Для ориентированных графрв различают «полустепени  ис-
хода» и «полустепени захода». Это тоже числовые характери-
стики вершин, соответственно равные количеству дуг, исходя-
щих  из вершины и входящих в вершину. 

 
1.5 Маршруты, цепи и циклы 
 
В этой главе будут рассмотрены такие свойства  графов,  

которые не меняются при произвольной ориентации звеньев 
графа, переориентации или дезориентации дуг (всех или неко-
торых).  Мы  рассмотрим такие свойства графов общего вида 

);,( PUXL = , которые  полностью определяются предикатом 

),,(),,(
~

yuxPyuxP ⇔ ∨ ),,( xuyP , называемым  полуинцидентором 

(неоринцидентором) графа L. 

О неорграфе )
~

;,(
~

PUXL =  можно сказать, что он получен 
из  L посредством дезориентации его дуг. В свою очередь L 

можно получить из L
~

 ориентацией звеньев. 
Определение: 
Конечная последовательность M элементов графа L: 
М = x0 u1 x1 u2 x2...xk–1 uk xk ( k >=0 ),  

для которой истинно высказывание: 
P'(x0,u1,x1) & P'(x1,u2,x2) & ... & P'(xk–1,uk,xk), 
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называется маршрутом из вершины x0 в вершину xk, или  мар-
шрутом, соединяющим вершину x0 c вершиной xk; в случае 
x0=xk имеем  циклический маршрут при вершине x0, или цикл. 
Число k носит название длины  маршрута M. Иными словами, 
длина маршрута равняется числу ребер, входящих в него. Заме-
тим, что маршрут – это не просто часть графа, ибо  порядок его 
обхода играет существенную роль; так, маршрут M1: 

М1 = xk uk xk–1... x2 u2 x1 u1 x0  при k>=0 
не совпадает с написанным выше маршрутом М, хотя и состоит 
из тех же самых элементов и с тем же отношением инцидентно-
сти. 

Маршрут M: 
M = x0 u1 x1 u2 x2 ... xk–1 uk xk 

называется цепью, если ребра  u1,  u2,...,uk различны (при k<=1 
это условие выполнено «в силу ложности посылки»). Цепь, в 
случае если  x0 = xk, при k >= 1 называется циклом.  

Цепь называется простой, если все ее вершины 
x[p],x[k],...,x[l] различны. 

В случае, когда x[0]=x[l] & l>=1, имеем  простой цикл, ко-
торый, будучи цепью,  в то же время не есть простая цепь. Цепь, 
в которой начальная и конечная вершины не совпадают, но есть 
повторяющиеся вершины, называется циклической. 

 
ЛЕММА. 
Всякий маршрут (в частности, всякая цепь) графа содержит  

хотя бы одну простую цепь, соединяющую ту же пару вершин. 
Всякий  циклический маршрут нечетной длины содержит  про-
стой  цикл  нечетной длины. Всякий цикл содержит простой 
цикл. 

 
СЛЕДСТВИЕ: 
Всякий кратчайший маршрут между двумя заданными  

вершинами  графа есть простая цепь. Всякий цикл  наименьшей  
длины  при заданной вершине является простым. 
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1.6 Определение числа маршрутов длины «L» на 
графе 

 
Маршрутом μi,j в графе G=(X,U)  называется  конечная по-

следовательность вершин и рёбер вида – 
μ0,l =( x0,u1,x1,u2,x2,...,xl–1,uk, xl ), 

где x0, xl – соответственно начальная и конечная вершины маршрута  μ0,l . 
Очевидно, в конечном графе G=(X,U) можно выделить 

только конечное число маршрутов.  Длина маршрута  μi,j равна 
числу рёбер, которые в него входят.  

Часто требуется знать, сколько маршрутов заданной длины 
в графе G связывает вершину xi  с вершиной xj . 

Для определения маршрутов длины  q в графе  G=(X,U) его 
матрицу смежности  R возводят  в степень, равную q. Тогда для 
каждого значения  степени q=1,2,…,k значение элемента (ri,j)

q  
матрицы Rq определяет количество  маршрутов μi,j длиной, рав-
ной значению степени q.  

ПРИМЕР. Для графа G= (X,U) , представленного на рисун-
ке 3, определить  количество маршрутов  длины, равной 2.  

Рисунок 3 
 
Матрица смежности R графа G имеет вид: 

R= 
 X1 X2 X3 X4 
X1 0 1 1 0 
X2 1 0 0 1 
X3 1 0 0 1 
X4 0 1 1 0 

1 

2 3 

4 
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Возведем матрицу R в квадрат: 
 

R2= 
 X1 X2 X3 X4 
X1 2 0 0 2 
X2 0 2 2 0 
X3 0 2 2 0 
X4 2 0 0 2 

 
Значение каждого элемента ri,j матрицы  R2  равно  числу  

маршрутов длины 2, ведущих из вершины xi в вершину xj. 
Например, r3,2=2 означает, что в графе  два  маршрута  дли-

ны  2,  которые ведут  из  вершины  x3  в вершину  x2 . Запишем 
их: 

         μ3,2=x3,3,x1,1,x2;      μ3,2 =x3,4,x4,2,x2. 
 
Выполнить индивидуальное задание: 
1. Построить матрицы смежности и инциденций для графа 

G=(X,U) своего варианта (рисунок 1). 
2. По матрицам, представленным на рисунках 2, 3, постро-

ить графы, предварительно определив их тип в терминах теории 
графов.  Определить класс построенных графов. 

3. Определить число маршрутов длины L = 3 для графа              
G =(X,U) своего варианта. 

4. Построить все маршруты длины L = 3 между вершина-
ми,  указанными преподавателем (помечены символом *).  

5. Произвести ориентацию (произвольно) графа своего ва-
рианта. 
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Тема 2. УНАРНЫЕ ОПЕРАЦИИ НА ГРАФЕ 
 
2.1 Удаление вершины 
 
При удалении вершины  удаляются все инцидентные  

ей рёбра. 
 
Пример.  
В графе G = (X,U) на рисунке 1 удалить вершину 

х1. 
Граф G( (рисунок 2) – результат выполнения дан-

ной операции. 
                    

� EMBED Word.Picture.8  ��� 
 
 Рисунок 1                                                                Рисунок 2                     
 
  
2.2 Удаление ребра 
 
При удалении ребра инцидентные ему вершины 

(концевые)   не удаляются! 
 
Пример.   
В графе G = (X,U) на рисунке 1 удалить ребро 

u2. 
Граф G( (рисунок 3) – результат выполнения дан-

ной операции. 
 

� EMBED Word.Picture.8  ��� 
 

Рисунок 3 
    
Если из графа требуется удалить некоторое множество 

вершин и рёбер, то эта процедура сводится к последовательному 
удалению каждой вершины отдельно и отдельно каждого ребра. 
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2.3 Замыкание (отождествление) вершин 
 
Для любой заданной пары вершин Vi, Vj операция замыка-

ния сводится к отождествлению этих вершин в новую вершину  
Vk , при этом все рёбра, инцидентные вершинам Vi и Vj , стано-
вятся инцидентными вершине Vk . 

 
ПРИМЕР. На графе G=(X,U), представленном на рисунке 4, 

а, выполнить операцию «замыкания» вершин x1 и x2. 
На рисунке 4, б представлен граф G″, полученный из графа 

G после «замыкания» вершин х1 и х2, где вершина xk=(x1+x2).  
                   

   G                               
      x1•                           G" 
    u3      u4            x3 •      u3       
                               
x3•     u1     •x2  ⇒            u1      xk            
                                       • 
           u2 
      x4 •                      u2              u4 
                           x4  •       
    а)               
                                       б)               

 
 Рисунок 4 

                                     
2.4 Стягивание вершин графа по ребру 
 
Операция стягивания  вершин xi и xj графа G(X,U)  по ин-

цидентному им  ребру uk включает операцию удаления ребра uk 
и операцию отождествления вершин xi, xj .    

                    
ПРИМЕР. На рисунке 5, б представлен граф G′, получен-

ный из графа G (рисунок 5, а) операцией стягивания вершин         
х3 – х2 по ребру u1. 

            

  а) 
б) 
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       G          
                                G′ 
     x1 •                            
    u3       u4           x1 •      u3      
                               
x3•     u1     •x2  ⇒            u4      xk  
                                       • 
           u2 
      x4 •                      u2              
                           x4  •       
    а)               

                                                                               б)                
Рисунок 5 

 
 
ЗАДАНИЕ 
 
Выполнить унарные операции на графе своего варианта. 
Результат выполнения операций показать на матрицах 

смежности или инциденций.                                
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Тема 3. ЧАСТИ ГРАФА 
 
 
3.1 Подграф           
 
Граф G′ = (Х′, U′ ) является подграфом  графа G = (Х,U),     

если  Х′ является подмножеством Х  и  U′ является подмножест-
вом U. 

 
Пример. 
1. Граф G1 (рисунок 11) является подграфом графа G (ри-

сунок 10). 
2. Граф  G2 (рисунок 12) является подграфом графа G (ри-

сунок 10). 
        G                                   G1 
                                        
                                        x5 
 x5    u1    x4                          o   
    o         о                                u6           
                                      u5        
 u5     u6      u2                          
                                           u4        u3 
       u4       u3                       o         o      o 
    o         o        o                 x1        x2      x3 
    x1       x2        x3  

               Рисунок 10                                                      Рисунок 11 
 
 

    x5       x4            
    o        о             
                           
 u5                        
           G2              
                           

    o                  o   
    x1                 x3 

 
Рисунок 12 
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3.2 Суграф (частичный граф) 
 
Граф  L′ = ( Х′, Y′ )  является  суграфом графа  L ( Х, U ), если:  
1. Х′ =X ;   
2. U′ является подмножеством  U, т.е. U′ ⊂  U . 
 
Примеры. 
          
1. Граф G2 (рисунок 13) является суграфом (частичным гра-

фом) графа G  (рисунок 10). 
2. Граф L1 (рисунок 15) является суграфом (частичным гра-

фом) графа L = (рисунок 14). 
    x5       x4                
    o        о                 
                               
 u5                            
           G2                  
                             

    o       o           o      
    x1      x2           x3  

 
Рисунок 13 

                                        
       х1      х2         х3                    х1        х2     х3  
       o        o         o                     o         o       o 
                                                      
                                            L1     
 L                                                   
                                                 
       o        o         o                     o          o      o   
       х4       х5        х6                    х4         х5     х6  

 
                       Рисунок 14                                                   Рисунок 15 

 
ЗАДАНИЕ: 
1. Построить одновершинные, двувершинные, три-

вершинные подграфы для графа, данного в  индивидуальном 
задании на рисунке 1. 

2. Построить суграфы (частичные графы) для графа, данно-
го в  индивидуальном задании на рисунке 1. 
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Тема 4. ВЗВЕШЕННЫЕ ГРАФЫ. МЕТРИКА ГРАФА 
 
Задавая на вершинах и рёбрах  графа L=(X,U) функции p:            

X → Mp, q: U → Mq, где Mp и Mq – произвольные множества, 
получим взвешенный граф G(p,q)= (X,U,p,q). 

На множествах X и U можно задавать и более чем по одной 
функции или, напротив, задать функцию только на рёбрах. 

К взвешенным графам принадлежат электрические схемы, 
сети коммуникаций, информационные и логические сети, графы 
автоматов, сетевые графики работ и многое другое. Ограничимся 
здесь отдельным вопросом, в котором наличие весов является 
идеей чистой теории графов: длины рёбер. Пусть L(q) = (X,U; q) – 
обыкновенный граф с весовой функцией q, относящей каждому 
ребру u∈U  действительное число q(u)>0  в качестве длины. 

Если М – маршрут на графе L, то сумма q(M)=∑
∈Mu

uq )(  по всем 

его рёбрам называется его q-длиной, а просто «длина»  понима-
ется как количество рёбер маршрута (каждое ребро графа надо 
считать столько раз, сколько оно встречается в маршруте). Чис-
ло  

ρ(x,y,)=min{q(M)/M∈M(x,y)} (*), 
где M(x,y) – множество всех простых цепей из x в y, называется 
расстоянием между вершинами x,y∈X взвешенного графа L(q); 
если x = y, то М – цепь нулевой длины и её длина q(M)=0, а если 
вершины x и y отделены в графе, то ρ(x,y,)= +∞. 

Термин «расстояние» оправдан тем, что функция ρ , опре-
делённая посредством выражения (*),   удовлетворяет трём ак-
сиомам Фрише: 

 ∀x,y∈X[ρ(x,y)=0⇒ x=y],                                (1) 
 ∀x,y∈X[ρ(x,y,)= ρ(y,x)],                                 (2)  
 ∀x,y∈X[ρ(x,y)+ ρ(y,z)= ρ(x,z)],                     (3) 

т.е. ρ  является метрикой на множестве вершин Х. В частном 
случае, когда все q(u)=1 и, значит, q-длина всякой цепи совпада-
ет с её обычной длиной, метрика ρ   = 1

Lρ  графа L[1] называется 
естественной метрикой обыкновенного графа L=(X,U). 
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Вершина x0∈X графа L=[q] называется центральной, если  

 ∀x∈X[max ρ(x,y)≥ max ρ(x0,y)]; 
                  y∈X                    y∈X 

Вершина x0∈X графа G=[q] называется периферийной, если 

 ∀x∈X[max ρ(x,y)≤ max ρ(x0,y)]. 
                   y∈X                     y∈X 

В силу того, что множество Х конечно, а величина +∞ до-
пускается как возможное значение функции ρ, вершины каждо-
го из двух указанных типов всегда существуют. Величина  

 r(G)=min max ρ(x,y) 
               х∈X  y∈X 

носит название радиуса, а величина  

 d(G )= max ρ(x,y) 
                  х,y∈X   

называется диаметром графа L(X,U). У несвязного графа               
max ρ(x,y)=+∞  для любой пары вершин х,y∈Х, поэтому каждая 
его вершина x является одновременно и центральной, и перифе-
рийной, а радиус и диаметр бесконечны. 

 
  ПРИМЕР. Дан граф L=(X,U) (рисунок 1) с естественной 

метрикой ρ . 
 

 x1        x9    x8     x7     x6      x5                       x13
  о         о     о     о       о       о                        о  
             
       

  О        о                 о          о        о        о 
 x2       x3                 x4         x10      x11      x12 

 
Рисунок 1 

 
У данного графа вершины x4 и x10 – центральные, верши-

ны x1, x7, x8, x13 – периферийные, r(L)=4 , d(L)=7 .                                        
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Способ нахождения метрики графа 
 

Для нахождения метрики ρ   = 1
Lρ  графа L = (X,U) доста-

точно знать его матрицу смежности R={ ri,j}   над  булевой ал-
геброй B = ( 0,1 ),   т.е.  элементы матрицы ri,j = 1,  если вершины 
xi и xj – смежны и  ri,j = 0,   в противном случае, все действия над 
элементами матрицы R  производятся по правилам логической 
алгебры:  

      1 + 1 = 1;  0 + 0 = 0;  1 + 0 = 1;  0 * 0 = 0;  1 * 0 = 0.      
Сопоставляя уже известные нам способы для установления 

существования маршрутов в графе длины q = m, можно утвер-
ждать, что при возведении в степень  матрицы  S = R + E, где           
Е – единичная матрица той же размерности, что и размерность 
матрицы R,  на некотором шаге возведения в степень получим:  

S   =  Sk+1, т.е.  устойчивую матрицу  S в степени  «k». 
Значения степеней p  матрицы  Sp:  p= {k, k–1, k–2, ... , 1}   

равны длинам простых кратчайших цепей, связывающих вер-
шины  xi и xj. 

 Таким образом, последовательно возводя в степень  p = {1, 
2, 3,…, k}  матрицу  S до получения устойчивой  матрицы Sk, 
можно определить расстояния между всеми вершинами графа 
L=(X,U), построив матрицу метрики графа L. 

 
Алгоритм построения матрицы метрики графа   
 
Исходные данные для построения матрицы метрики (от-

клонений): 
1. Граф L=(X,U). 
2. Матрица смежности  R графа L c элементами логического 

типа: 
            ⎧ 1, если вершины xi, xj – смежны; 
 ri,j   =   ⎨  
            ⎩0 в противном случае. 
 
Введем обозначения:  
R – матрица смежности заданного графа L; 
E – единичная матрица; 
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М – матрица метрики (отклонений). 
 
Описание алгоритма 
 
Матрица метрики M= (mi,j) строится  за несколько итераций 

по результатам последовательного возведения матрицы 

R=(E+R) в степень q= k,1  до получения устойчивой матрицы Rk, 
где k – степень устойчивой матрицы Rk. Матрица Rk  называется 
устойчивой, если Rk  = Rk +1. 

Размерность  матрицы М равна размерности матрицы R. 
Все элементы матрицы М не определены. 
Шаг 1.  
Степень q матрицы R равна «1»: q=1. 
∀ mi,i  присваиваем значение «0», на основании аксиомы 

Фрише. 
Шаг 2. Всем элементам mi,j, значения которых не определе-

ны, присвоить значение степени q, если соответствующие им 
элементы матрицы  Rq ≠ 0. (Не забывайте, что значения эле-
ментов mi,j  определяются только один раз).  

Шаг 3. Проверяем,  имеются ли в матрице M элементы mi,j,  
значения которых ещё не определены? 

Если такие элементы имеются, то переходим к шагу 4; в 
противном случае – к шагу 7. 

Шаг 4. Повышаем степень q матрицы R:  q=q+1.  
Шаг 5. Проверяем,  является  ли матрица Rq–1 устойчивой. 
Если матрица Rq–1  – неустойчивая, то переходим к шагу 2. 
Иначе – переходим к шагу 6. 
Шаг 6. Всем элементам mi,j  матрицы  M, значения кото-

рых остались неопределенными, присваиваем значение ∞ 
(бесконечность). Это говорит о том, что граф L=(X,U) несвяз-
ный. 

Шаг 7. Матрица метрики М=(mi,j) построена.  Конец алго-
ритма.  

Примечание: 1. *Элементам mi,j значения присваиваются 
только один раз! Следовательно, если элемент mi,j уже опреде-
лён, то его значение не меняется*. 
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2. Радиус  графа определяется по матрице метрики сле-
дующим способом: в каждой строке матрицы М выделяется 
максимальный элемент. Минимальный элемент из этих макси-
мальных и есть радиус графа. 

3. Диаметр   графа определяется по матрице метрики сле-
дующим способом: в каждой строке матрицы М выделяется 
максимальный элемент. Максимальный элемент из этих макси-
мальных и есть диаметр графа. 

    
ЗАДАНИЕ 
 
1. Построить метрику графа для своего варианта индивиду-

ального задания. 
2. Вычислить радиус, диаметр данного графа. 
3. Найти все периферийные и центральные вершины графа. 
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Тема 5. СТРУКТУРНЫЙ АНАЛИЗ ГРАФОВ 
   
Задача структурного анализа графов  является одной из 

центральных задач теории графов и  имеет широкое применение  
при решении фундаментальных теоретических проблем в про-
граммировании и   прикладных задачах при анализе объектов 
математических моделей. 

Данная задача связана с базовыми  понятиями: связность 
графа; компонента связности графа, число компонент связности, 
полный ( плотный) граф, максимальные полные и максимальные 
пустые подграфы, скелет графа, определения которых и теоре-
тические выкладки даны   в учебном пособии «Дискретная ма-
тематика. Часть 2» (автор Е.Ф. Жигалова), а также в темах 1, 3 
данных  методических  указаний.  

В данной теме мы более подробно рассмотрим алгоритмы 
для нахождения всех максимальных пустых и максимальных 
полных подграфов в заданном графе общего вида.  

Определение: а) подграф называется максимальным пус-
тым  подграфом графа L=(X,U;P), если он не является подгра-
фом никакого большего максимального пустого подграфа за-
данного графа; 

б) подграф называется максимальным полным  подграфом 
графа L=(X,U;P), если он не является подграфом никакого 
большего максимального полного подграфа заданного графа. 

Легко доказать, что задача выявления максимальных  пол-
ных (плотных) и максимальных пустых подграфов в заданном 
графе );,( PUXL =  общего вида легко сводится к случаю обык-
новенных графов. Поэтому, для практического выявления всех 
максимальных полных и пустых подграфов в произвольном 
графе, достаточно уметь выявлять только максимальные плот-
ные и пустые подграфы обыкновенных графов. 

Приведём алгоритм выявления всех максимальных пустых 
подграфов в заданном графе общего вида, основанный на рабо-
тах Х. Магу и Дж. Уэйсмана: 

п.1.Для графа L=(X,U;P) общего вида построим его скелет 
),( UXL =  ( смотри  тему 1 данного методического пособия). 
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п.2. Построим матрицу инциденций А графа ),( UXL = , 

элементы которой ai,j принимают значения 0 либо 1 ( ni ,1= ; 

mj ,1= , где n =⏐X⏐ − число вершин в ),( UXL = , m =⏐U ⏐− 

число рёбер в ),( UXL = ). 
п.3. Дополним  систему логическими переменными  х1, х2, …, 

хi, …, хn ,  которые принимают значения 0 и 1,  и подчиним её 
условиям:  

ixix =2 ; 11 =+ix ; ixixix =+ ,  1+1=1, т.е. 2=1,  (i=1,2,…,n),  

а также законам коммутативности, ассоциативности и дистри-
бутивности. 

 п.4. Из матрицы инциденций 
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графа ),( UXL = , где n ,m  соответственно равны числу вершин 
и рёбер графа, образуем матрицу 
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Очевидно, что j-й сомножитель произведения   LП  есть 
сумма двух слагаемых, соответствующих тем двум вершинам, 
которые в графе соединены j-м ребром.  

п.5. Преобразуем произведение  LП  к бесскобочному виду 

и привести всю сумму к минимальной форме, пользуясь  дист-
рибутивным, ассоциативным, коммутативным законами и при-
меняя закон поглощения: а) а+ав =а; б) (а+в)(а+с)…(а+р) = 
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=а+вс…р, где а,в,с,…,р − логические переменные, принимающие 
значения 0;1,   выполняя при этом условия, описанные в п.3. 

В результате выполненных преобразований выражение LП  

будет иметь минимальную форму и представлять сумму произ-
ведений переменных из множества х1, х2, …,хi,…,хn , т.е. много-
член. Обозначим его ∑L . 

п.6. Для каждого слагаемого многочлена  ∑L выделим  пе-
ременные, которые в него не входят, но входят в  множество {х1, 
х2, …, хi, …, хn }. Эти переменные порождают максимальные 
пустые подграфы данного графа L, так как соответствующие им 
вершины графа L образуют максимальные пустые подграфы. 

ПРИМЕР. В графе );,( PUXL = , представленном на рисун-
ке 1,  выделить все максимальные пустые подграфы. 

  
 
 
 
                             
                                      u1                                    u2 
                                                                          
                                          
                                            u3 
                    
 

 
                u4                                                                                                 u9 
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      u 6                                           u7        
                                              

                                            

1 

2 
3 

4 5 

Рисунок 1 
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Матрица смежности B графа L содержит элементы ( ijb ), 

5,1;5,1 == ji , равные:  
b11= b22= b33= b55=0; b44=1; b12=2; b13=1; b14 =0; b15 = 0; 
b21=2; b23=0; b24 =2; b25 = 0; b31=1; b32=0;  b34 =0; b35 = 3; 
b41=0; b42=2;  b43 =0; b45 = 1; b51=0; b52=0;  b53 =3; b54 = 1; 
 

ш.1. Строим скелет ),( UXL =  (рисунок 2) графа L .   
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Рисунок 2 

 
 
ш.2.   Для  графа  L   определим его матрицу инциденций  

А: 
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110005

101004

010103

001012

000111

54321 uuuuu

A =  

 
ш.3. Введём новые  логические переменные х1, х2, х3, х4, х5 

(по числу вершин в графе  L ) и из матрицы  А образуем матри-
цу Ах : 

 

55

44

33

22

0005

0004

0003

0002

000111

54321

xx

xx

xx

xx

xx

uuuuu

Ax =  

 
ш.4.  Составляем произведение  ПL  

)54)(53)(42)(31)(21( xxxxxxxxxxLП +++++=  

 

ш.5. Преобразуем выражения ПL  к минимальной форме: 
)54)(53)(42)(31)(21( xxxxxxxxxxLП +++++= = 

 (перемножаем скобки первую со второй и третью с пятой) 
= )53)(524)(321( xxxxxxxx +++ =   

(перемножаем скобки первую со второй) 
 )53)(53243252141( xxxxxxxxxxxxx ++++= = 

(перемножаем скобки первую со второй) 

=+++++

+++=

5325325432432521

5321541431
xxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxx
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(применяем законы, указанные в п.п. 3,5 данного пособия) 
= 532432521541431 xxxxxxxxxxxxxxx ++++  . 

Преобразование выражения ПL закончено. Получена мини-
мальная форма-полином ∑L . 

ш.6. Выделим для каждого слагаемого полинома  
 ∑L =  532432521541431 xxxxxxxxxxxxxxx ++++  

его дополнение до множества переменных {x1,x2, x3, x4, x5}: 
(x2x5);  (x2,x3);  (x3,x4);  (x1,x5);  (x1,x4); 
полученные дополнения порождают максимальные пустые 

подграфы графа L  и заданного графа L . 
 
Алгоритм Х. Магу и Дж. Уэйсмана может быть применён и 

для выявления в графе L=(X,U; P) общего вида всех максималь-
ных полных (плотных) подграфов. Для этого необходимо по-
строить для заданного графа );,( PUXL =  его скелет – граф 

),( UXL = , а для  графа ),( UXL =  построить дополнительный 

граф )*,(* UXL =  (определение дополнительного графа дано в 
теме 1 данного методического пособия). Получить дополни-
тельный граф легко, если исходный граф задать матрицей смеж-
ности его вершин, в которой всем элементам, равным нулю, 
присвоить значение «1», а всем элементам, значения которых не 
равны нулю, присвоить значение  «0». 

Далее  для полученного графа )*,(* UXL =  с помощью ал-
горитма Х. Магу и Дж. Уэйсмана (рассмотренного выше) выяв-
ляем все максимальные пустые подграфы. Эти  подграфы явля-
ются максимальными полными (плотными) подграфами для 
графов ),( UXL =  и );,( PUXL = . 

 
ПРИМЕР. В графе );,( PUXL = , представленном на рисун-

ке 1,  выделить все максимальные полные(плотные) подграфы. 

ш.1. Строим скелет ),( UXL =  (рисунок 2) графа L .   
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ш.2. Для графа ),( UXL =  строим его дополнительный граф 

)*,(* UXL =  (рисунок 3), в котором с помощью алгоритма 
Х.Магу−Дж.Уэйсмана выявляем максимальные пустые подгра-
фы. 

 
                        

                                           *
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2u  

                                          *
5u   
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3u             *

4u  
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Рисунок 3 

 
 

Приведём окончательный результат решения данной задачи 
− полином 

∑L =  543542531421321 xxxxxxxxxxxxxxx ++++  

и дополнения для его слагаемых: ( 54xx ); ( 53xx ); ( 42xx ); 

( 31xx ); ( 21xx ), которые порождают все максимальные  пустые 

подграфы графа )*,(* UXL =  и максимальные полные (плот-
ные)  подграфы графа   ),( UXL =  и заданного графа  

);,( PUXL = . 
 
ЗАДАНИЕ 
На графе своего варианта выделить все максимальные 

пустые и максимальные полные (плотные) подграфы, с по-
мощью алгоритма Х.Магу−Дж.Уэйсмана, и привести их гео-
метрическое представление. 
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